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درخت ها: ۷فصل 
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دورنما

خواصوتعاریف•

دارریشهدرخت‌های•

پوشادرخت‌های•

مینیممپوشایدرخت‌های•
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تعریف

دوربدونهم‌بند،حلقه،بدونجهت،بدونگراف:درخت•

(نیستهمبند)...:جنگل•
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قضیه
.داردوجوددرختیکرئوسزوجبینمنحصربه‌فردیمسیر•

آندرجهکهداردوجودراسیکحداقلباشد،V|>1|بادرختیکT=(V,E)اگر•
(برگ).استیکمساوی

|E|:داریمباشد،درختیکT=(V,E)اگر• = |V| -1

.داردیکدرجهازرأسدودست‌کمباشد،V|>2|بادرختیکT=(V,E)اگر:لم•
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فرض‌: |V| = n →σ𝑖=1
𝑛 deg)v𝑖) = 2|E| = 2(n-1) = 2n-2

داریم۱تنها‌یک‌رأس‌از‌درجه‌ → deg(vi) ≥ 2, i = 2, …, n
→ σ𝑖=1

𝑛 deg)vi( = 1+σ𝑖=1
𝑛 deg(vi) ≥ 1+2n-2 = 2n-1

→ تناقض 1- ≤ 2-



قضیه

دوریکحاصلگرافدرکنیم،وصلهمبهراTدرختازمجاورغیررأسدواگر•
(۱قضیهازاستفاده).می‌شودایجاد

.باشدE|=|V|-1|ونداشتهدوریاگرتنهاواگراستدرختیکG=(E,V)گراف•
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:هم‌ارزندG(V,E)حلقهبدونوجهتبدونگرافمورددرزیرعبارات•

.استدرختیک•

دوبهGکهمی‌شودباعثآنیال‌هایازکدامهرحذفولیاستهم‌بند•
.شودتجزیهاست،درختیکآن‌هاازهرکدامکهزیرگراف

|E|ونیستدوریهیچشامل• = |V| -1.

|E|واستهم‌بند• = |V| -1.

کنیموصلهمبهآنرامجاورغیررأسدواگرولینیستدوریهیچشامل•
.داشتخواهددوریکدقیقا
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درخت‌ریشه‌دار

.گراف‌سوداری‌که‌بدون‌در‌نظر‌گرفتن‌جهت‌یال‌ها‌درخت‌باشد: درخت‌سودار•

deg-(r)=0به‌‌نام‌ریشه‌که‌rدرخت‌سوداری‌با‌رأس‌منحصربه‌فرد‌: درخت‌ریشه‌دار•
.v‌،deg-(v) =1و‌برای‌رئوس‌دیگر‌درخت‌مانند‌

چه‌نام‌دارند؟deg+(v) = 0در‌یک‌درخت،‌رئوسی‌با‌•

گره‌داخلی،‌گره‌ریشه-برگ،‌گره‌خارجی،‌رأس‌خارجی•
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(مسیرطول)ریشهازفاصله=رأسیکتراز•

نوادهنیا،فرزند،پدر،•

8



درخت ریشه دار مرتب
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.ریشه‌را‌با‌صفر‌برچسب‌می‌زنیم1.

.برچسب‌می‌زنیم... و۳و‌۲و‌۱رئوس‌تراز‌یک‌را‌از‌چپ‌به‌راست‌با‌2.

برچسب‌بخورد،‌به‌فرزندانش‌aرأس‌داخلی‌با‌تراز‌بزرگ‌تر‌مساوی‌یک‌باشد‌و‌با‌vاگر‌3.
.زده‌می‌شود… ,a1, a2برچسب‌

این‌روش‌به‌سیستم‌نشانی‌عمومی‌معروف‌است‌و‌هر‌رأس‌که‌به‌صورت•
a1, a2, …, anبرچسب‌خورده‌باشد‌در‌تراز‌nاست.

. ۱: اگرb<cباشد‌گوییم‌c = a1, …, anو‌b = a1, …, amدو‌رأس‌با‌نشانی‌vو‌uاگر‌•
m<n۲ .am<an



درخت دودویی

vیک درخت ریشه دار را درخت ریشه دودویی گوییم هرگاه به ازای هر رأس •

.درجه خروجی آن صفر، یک یا دو باشد

deg+(v) = 2یا deg+(v) = 0در کامپیوتر درخت های دودویی که به ازای هر •

.است برای نمایش عملیات دودویی استفاده می شوند

10



انواع ترتیب درخت-پیمایش های درخت 
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باشد‌و‌فقط‌همین‌ریشه‌را‌داشته‌باشد‌خود‌ریشه‌rدرختی‌با‌ریشه‌ی‌Tاگر‌
T1, …, Tkبا‌فرض‌V|>1|پیمایش‌پیش‌ترتیب‌و‌پس‌ترتیب‌را‌تشکیل‌می‌دهد‌و‌اگر‌

:از‌چپ‌به‌راست‌داریمTزیردرخت‌های‌
را‌به‌صورت‌پیش‌ترتیب‌T1سپس‌رئوس‌rپیمایش‌پیش‌ترتیب،‌نخست‌ریشه‌1.

.را‌به‌همین‌ترتیب‌ملاقات‌می‌کندTkالی‌T2آن‌گاه‌
و‌را‌به‌ترتیب‌به‌صورت‌پس‌ترتیبT1, …, Tkپیمایش‌پس‌ترتیب،‌نخست‌رئوس‌2.

.سپس‌ریشه‌را‌ملاقات‌می‌کند
ه‌به‌صورت‌میان‌ترتیب‌سپس‌ریشTLزیردرخت‌های‌چپ‌و‌راست‌باشند،‌نخست‌•

.به‌صورت‌میان‌ترتیب‌پیمایش‌می‌شودTRو‌سپس‌
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مثال•

Gرا‌یک‌درخت‌پوشا‌برای‌G(V, E)از‌گراف‌Hزیرگراف‌: درخت‌های‌پوشا•
:می‌گوییم‌هرگاه

.یک‌درخت‌باشد1.

.را‌شامل‌شودVهمه‌ی‌رئوس‌2.
.درخت‌پوشایی‌که‌سو‌دار‌باشد‌درخت‌پوشای‌سو‌دار‌نامیده‌می‌شود•



رتبه مداری

پوشادرختآوردندستبهبرایبایدکهیال‌هاییتعدادباشد،هم‌بندGگرافاگر•
.می‌گوییمGمداریرتبةراعدداین.استE|-|V|+1|برابرکردحذفGاز
(.می‌شوندانتخابگرافدورهرازمی‌شوندحذفکهیال‌هایی)
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الگوریتم های یافتن درخت پوشا

هم‌بند‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌شامل‌درخت‌پوشا‌G(V, E)گراف‌بی‌سوی‌: قضیه1.
.(اد‌استاین‌الگوریتم‌کارا‌نیست‌چون‌زمان‌پیدا‌کردن‌دورها‌بسیار‌زی. )باشد

(BFS)جستجوی‌اول‌سطح‌2.

(DFS)جستجوی‌اول‌عمق‌3.
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DFSالگوریتم 
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.1v1→v, {v1}→V1 .v1ریشه‌درخت‌Tخواهد‌بود .V1ملاقات‌شد.E1=∅

.22 ≤ i ≤ nکوچک‌ترین‌اندیسی‌است‌که‌{v, v1} ∈ Eو‌رأس‌viقبلا‌ملاقات‌
.نشده‌است

:در‌غیر‌این‌صورت. می‌رویم3اگر‌این‌اندیس‌وجود‌نداشت‌به‌مرحله

E1. الف = E1 ∪ {v, vi}, V1 = V1 ∪ vi .viملاقات‌شد.
vi→v. ب
.می‌رویم2به‌مرحله‌. ج

.است‌و‌الگوریتم‌خاتمه‌می‌یابدGدرخت‌پوشای‌ریشه‌دار‌و‌سو‌دار‌برای‌V ≠ V1اگر‌3.

ഥVاگر‌4. ≠ V1اگر‌‌،uپدر‌vدر‌درخت‌باشد‌u→vمی‌رویم2و‌به‌مرحله‌.



BFSالگوریتم 
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.1vرا‌درج‌می‌کنیم .V1 = v1, E1 = ∅ .v1ملاقات‌شد.

است‌و‌Gدرخت‌پوشای‌ریشه‌دار‌و‌سو‌دار‌برای‌Tاگر‌صف‌خالی‌است‌2.
را‌از‌سر‌صف‌برداشته،‌برای‌vدر‌غیر‌این‌صورت‌رأس‌. الگوریتم‌خاتمه‌‌می‌یابد

∋ {v, vi}ملاقات‌نشده‌بود‌و‌viاگر‌. را‌بررسی‌می‌کنیمi ≤ n ≥ 2این‌رأس‌ Eدر‌
:این‌صورت

E1. الف = E1 ∪ {v, vi}, V1 = V1 ∪ vi

.درج‌می‌شود Qملاقات‌شده‌و‌در‌آخر‌صف‌viرأس‌. ب
.  می‌رویم2به‌مرحله‌. ج



MSTدرخت پوشای مینیمم 

σ𝑖=0کهاستپوشاییدرختمینیممپوشایدرختوزن‌دارگراف‌هایدر•
𝑛 Ciدر

.استمینیممآن

.داردوجودپریموکراسکالالگوریتمدودرخت‌هااینیافتنبرای•
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الگوریتم کراسکال

18

.1i = 1فرض‌Ci ∈ Eاز‌)غیر‌از‌حلقه(یالی‌Gبا‌C(e)مینیمم.

قبلا‌انتخاب‌شده‌اند‌از‌میان‌بقیه‌یال‌هاe1, …, eiاگر‌یال‌های‌i ≤ n-2 ≥ 1برای‌2.
ei+1را‌به‌گونه‌ای‌انتخاب‌می‌کنیم‌که:

.مینیمم‌باشدCi+1. الف
.زیرگراف‌تشکیل‌شده،‌تشکیل‌هیچ‌دوری‌ندهد. ب

3.i+1 → i :۱ .اگر‌i = n-1زیرگراف‌حاصل‌هم‌بند،‌دارای‌nرأس‌و‌n-1یال‌بوده‌
به‌مرحله‌i < n-1اگر‌. ۲. و‌درخت‌پوشای‌مینیمم‌است،‌پس‌الگورتیم‌خاتمه‌می‌یابد

.می‌رویم2



الگوریتم پریم
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.11 →i, {vi} → Pکه‌T = ∅, V – {v1}  → w, v1 ∈ V.

یال‌T،‌به‌N = V-P, T = {e1, …, ei-1}, P = {v1, …, vi}،‌فرض‌i ≤ n-1 ≥ 1برای‌2.

∋ xدارای‌کم‌ترین‌هزینه‌را‌که‌رأسی‌مثل‌ Pرا‌به‌رأسی‌مثلا‌y = (vi-1)از‌‌،N
→ N-{y}. وصل‌می‌کند،‌اضافه‌می‌کنیم N, P∪ {y} → P

.3i+1 → iاگر‌‌،i=nزیرگراف‌تعریف‌شده‌به‌وسیله‌یال‌ها‌e1, …, en-1هم‌بند‌دارای‌
nرأس‌و‌n-1یال‌است‌و‌درخت‌پوشای‌مینیمم‌برای‌Gاگر‌. استi<nالگوریتم‌

.تکرار‌می‌شود2از‌مرحله‌


