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دورنما

تعاریف اولیه•

گراف چندگانه و وزندار•

انواع مسیر•

مسیر و مدار اویلری•

مسیر و دور هامیلتونی•

کوتاهترین مسیر•

گراف هامنی•
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تعاریف پایه

نمایش گرافیکی بین اعضای یک مجموعه

.می باشد EوVهای شامل دو مجموعه به نامGهر گراف 

V :مجموعه ای متناهی و غیرتهی از رئوس می باشد.

E :مجموعه ای از زوج راس ها که به آن یال گفته می شود.
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:گراف بدون جهت•

ی اهمیت گرافی است که در آن زوج رئوسی که یک یال را نشان می دهند ترتیبشان ب
هر دو  (v,u)و (u,v)دو راس طرفین یک یال باشند آن گاه uو vاست مثلا اگر 

.یک یال را نشان می دهند

.مثال زیر نمایشی از یک گراف بدون جهت است •

V(G) ={v1,v2,v3,v4}                   

E(G) ={{v1,v2},{v2,v4},{v2,v3},{v4,v2}}
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در گراف جهت دار هر یال با یک زوج مرتب نشان داده می شود به :گراف جهت دار
آغاز شده و به uدر یک گراف جهت دار یالی است که از  <u,v>عنوان مثال یال

v  ختم می شود.

:مثال زیر نمونه ای از یک گراف جهت دار است 

V(G2)={V1,V2,V3,V4,V5}

E(G2)={<V1,V2>,<V2,V1>,<V1,V3>,<V5,V3>,<V5,V4>,

<V4,V1>,<V2,V4>}
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راس ابتدایی و انتهایی v2و v1. استv2و حادث به v1حادث از ( v1,v2)یال ( 1
.یال هستند

ه یک یال حادث با رئوسی است ک. )هیچ یالی با آن حادث نباشد: راس منفرد( 2
.(به وسیله آن به هم وصل می شوند

.یا خودیالی یا طوقه می گوییمSelf edgeیال های از یک راس به خودش را ( 3
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راس داشته باشیم حداکثر تعداد یال های nاگر یک گراف بدون جهت شامل •
.می باشدn(n-1) / 2آن برابر با 
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راس گراف کامل nباشد با وجود n(n-1)/2اگر تعداد یال های گراف بدون جهت •
.نامیده می شود

وجود داشته باشد آن گاه رئوس (u,v)یالی به صورت  Gاگر در یک گراف مانند•
u,v را مجاور گویند و یال(u,v) را یک یال متلاقی رویu,vمی نامند.

یال هایی هستند که یک طرف vدر واقع می توان گفت یال های متلاقی روی راس•
.می باشدvآن ها راس 
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(0,3)رئوسهمچنینومجاورند1و0راسگرافایندر• ,(3,2) ,(0,2)

گرافایندر.نمی باشندهممجاور2و1راساماهستندهممجاوردوبهدوهریک
(1,0):ازاندعبارت0راسرویمتلاقییال های ,(2,0) ,(3,0).

یالیک<u,v>یالاگرشودمیمطرحنیزجهت دارگرافیکدرفوقمفاهیم•
uراسازمجاورراvراسوvراسبهمجاورراuراسآن گاهباشدجهت دار

.استمتلاقیvوuراسدوروی<u,v>یالهمچنینمی گویند،
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.استمجاور3و1راسبه0راسزیرگرافدر:مثال

:ازاندعبارت0راسرویمتلاقییال های

<0,1>, <2,0>, <0,3>
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.دسترس پذیر است اگر مسیر داشته باشیمaاز  b:دسترس پذیر•

b.و aمسیربا حداقل طول بین دو رأس : مسیر ژئودزیک•

به رئوس uبزرگ ترین مقدار در کوتاه ترین مسیر رأس : uمرکزگریزی یک رأس •
.دیگر گراف

.بزرگ ترین مقدار مرکزگریزی رئوس: قطر گراف•
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(isomorphic)یکریخت 

واشدبداشتهوجودرئوسویال هابینیک به یکتناظر:هرگاهیک ریختنددوگراف•
.شودحفظبودنحادثمفهوم

مثال•
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زیرگراف
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Gزیرگراف:زیرگراف• (V ,E صورتبهیال هاورئوساززیرمجموعه ای(
G ’(V ’,E Eیال هایکهاست،(’ Vرئوسباتنها’ .مثال.باشندحادث’

Vاگر:پوشازیرگراف• ’= V

Eاگر:القازیرگراف• VرئوسGگرافدرکهباشدیال هاییهمهشامل’ به همرا’
.استمی نمودهمتصل

Gزیرگرافمکمل• Gزیرگراف،Gبهنسبت’ ”(V ”,E Eکهاست(” ”= E - E ’.
V Eتعیینازبعدنیزرا” .می کنیمتعیینحادثیال هایرویاز”



:Gیک زیر گراف از گراف 

Gگرافی مانند Eداریم به نحوی که  ’ (Ǵ) ⊆ E (G Vو( (Ǵ) ⊆ V (G .باشد (
:ازاندعبارتGزیرگراف هایازتعدادیبگیریدنظردررازیرگرافمثالعنوانبه
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مکمل گراف-گراف کامل

.  رأسی را کامل گوییم اگر بین هر دو رأس متمایز آن یالی باشدnگراف •
تعداد یال ها در گراف کامل بی سو و سودار؟•

.استknراس، مکمل آن نسبت به nبا Gمکمل گراف •
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گراف چندگانه

. باشد V*Vیک مجموعه ی چندگانه از زوج مرتب های Eکه G(V,E)گراف •
:مثال

در گراف چندگانه هیچ محدودیتی برای تعداد یال های بین دو راس وجود : نکته•
.ندارد

گراف خطی= گراف غیر چندگانه •
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گراف وزن دار

.اختصاص عدد به یا ل ها یا رئوس برای نشان دادن اطلاعات بیشتر•

عدد: مثال•
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 Pathمسیر یا

دنباله ای از رئوس  Vبه راس Uدر یک گراف بدون جهت یک مسیر از راس•
U i1مثل  i2 … ik V می باشد به طوری که(u, i1), (i1, i2), …, (ik, v) 

.می باشد E(G)همگی یال هایی در مجموعه ی 
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0, 3, 2, 1, 4

0, 3, 1, 4

0, 4

4تا 0مسیر از 



به جز احتمالا در راس. ندارد( دور)مسیری است که راس تکراری: مسیر ابتدایی•
(چرخه. )اول و آخر

مسیر ساده      5 ,3 ,2 ,1 ,0 :

مسیر غیرساده    5 ,3 ,2 ,1 ,4 ,3 ,2 ,1 ,0 :
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به عنوان . مسیری ساده است که راس اول و آخر آن یکی است(: چرخه)سیکل •
در . )یک سیکل را به وجود آورده است(1 ,4 ,3 ,2 ,1)مثال در گراف مثال قبل 

(.آخر تکراری هستندیک سیکل فقط رئوس اول و

.هم در گراف جهت دار و هم بدون جهت می توان سیکل را اعمال کرد
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.  در گراف های جهت دار معمولا به تعاریف فوق کلمه ی جهت دار اضافه می شود•
(مثلاً می گوییم سیکل جهت دار یا مسیر جهت دار)

دو راس را همبند گوییم در صورتی که بتوان Gدر یک گراف بدون جهت مثل •
.مسیری از یکی به دیگری پیدا کرد

یدا گراف بدون جهت همبند، گرافی است که بتوان بین هر دو راس آن مسیری پ•
به عنوان مثال . کرد

.گراف روبه رو یک گراف غیرهمبند است
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مولفه اتصال گراف
از یک گراف بدون جهت عبارت است از بزرگ ترین  Hیک مولفه ی اتصال مانند

G2به عنوان مثال در گراف روبه رو مولفه اتصال . زیرگراف همبند در آن گراف

.بیشتر استG1از G2می شود چون تعداد عناصر 

. درخت، یک گراف هم بند و بدون چرخه است

(بدون درنظر گرفتن جهات گراف جهت دار)همان تعریف قبل: گراف همبند ضعیف
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بتوان u,vگرافی جهت دار است که به ازای هر زوج: گراف کاملا یا قویا همبند•
.پیدا کرد uبهvو از  vبه uمسیری جهت دار از

درجه ی یک رأس عبارت است ازتعداد یال های متلاقی : درجه گراف بدون جهت•
.می باشد1=0و  4=5درمثال قبل درجه ی رأس . روی آن راس

درجه ی وارده به یک راس در گراف جهت دار عبارت است از تعداد : درجه وارده•
.یال هایی که به آن راس ختم می شود
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راس  درجه  درجه 

وارده

درجه 

خارجه

1 3 2 1

0 1 1 0

2 2 0 2

3 2 1 1
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نمایش گراف

رأس ماتریس مجاورتی آرایه ای  nباGبرای یک گراف :ماتریس مجاورتی( 1
یالدر گراف بدون جهت یا (i,j)اگر. می نامیمAمی باشد که آن را n*nدوبعدی و
<i,j>  در گراف جهت دار وجود داشته باشد آن گاهA(i,j) =1 خواهد بود۰وگرنه.
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0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 1

0 1 0 0

A[i][j] =0یال نداشته باشیم    jبه iاگر از 

A[i][j] =1یال نداشته باشیم    jبه iاگر از 



ماتریس مجاورتی گراف های بدون جهت روی قطر اصلی متقارن است اما در •
هر سلول از ماتریس مجاورتی . گراف های جهت دار ممکن است متقارن نباشد

 دار می تواند یک بیت از حافظه را اشغال کند، در نتیجه برای یک گراف جهت
n2بیت لازم است.
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لیست  nسطر ماتریس مجاورتی را به وسیله یnدر این روش : لیست مجاورتی( 2
یک لیست پیوندی  Gدر واقع برای هر رأس از گراف. پیوندی نشان می دهند

.وجوددارد
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نمایش یال های وزن دار
در چنین گراف هایی. در بسیاری از کاربردها به هر یال عددی نسبت داده می شود

به عنوان مثال در گراف زیر . ماتریس مجاورتی می تواند حاوی وزن یال ها باشد
.ماتریس مجاورتی به شکل زیر خواهد بود

0 12 15 ∞

12 0 13 14

15 13 0 17

∞ 14 17 0

Dr. F. Jafarinejad 28



.لیست مجاورتی می تواند برای نمایش گراف های وزن دار به کار گرفته شود

.کافی است به هر گره در لیست پیوندی فیلدی جهت وزن آن اضافه کنیم
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وط درجه هر رأس در یک گراف بدون جهت برابر است با تعداد گره های مرب: نکته•
واضح است که تعداد گره های موجود در. به آن رأس در لیست مجاورتی مربوط

.برابر تعداد یال ها 2کل لیست مجاورتی برابر است با 

داد در یک گراف جهت دار تعداد کل گره های لیست مجاورتی برابر با تع: نکته•
. یال های گراف می باشد

ا در گراف های جهت داری که بررسی کردیم لیست مجاورتی، گره هایی ر: نکته•
.نشان می داد که مجاور از گره موردنظر ما بودند

Dr. F. Jafarinejad 30



مثال
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در برخی از موارد می خواهیم رئوس مجاور به رأس : لیست مجاورتی معکوس•
درچنین مواردی از لیست مجاورتی معکوس . موردنظرمان را مشخص کنیم

هر در لیست مجاورتی معکوس همان طور که گفته شد به ازای. استفاده می شود
.رأس رئوس مجاور به آن در لیست پیوندی قرار می گیرد

:با توجه به گراف مثال قبل، لیست مجاورتی معکوس را ایجاد کرده ایم
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(Eulerian Path)مسیر و مدار اویلری 

.مسیری که از هر یال گراف یک و فقط یک بار عبور کند•

مسیر ساده؟•

...مداری که از : مدار اویلری•

مثال•
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قضیه

:  شرط لازم و کافی برای وجود مدار اویلری در گراف بی جهت•

.باشددرجه تمامی رئوس زوج. 2گراف همبند .1

:  شرط لازم و کافی برای وجود مسیر اویلری در گراف بی جهت•

ابتدا و. )تنها درجه دو رأس فرد باشد.2گراف همبند .1: یا مدار اولری دارد یا
(مسیرانتهای
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قضیه

:شرط لازم و کافی برای وجود مدار اویلری در گراف جهت دار•
برای تمام رئوسdeg-(v) = deg+(v). 2گراف همبند . 1

:شرط لازم و کافی برای وجود مسیر اویلری در گراف جهت دار•
برای یک . رأس، درجه ورودی و خروجی برابر باشدn-2برای . 2گراف همبند . 1

1واحد بیشتر از درجه خروجی، برای یک راس درجه خروجی 1رأس، درجه ورودی 
واحد بیشتر از درجه ورودی
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(Hamilton Path)مسیر و مدار همیلتونی 

.مسیری که از هر رأس یک و فقط یک بار عبور کند: مسیر همیلتونی•

...مداری که : مدار همیلتونی•

بتوان نوشت uو vاگر در یک گراف ساده برای هر دو گره غیرمجاور : 1قضیه •
deg(v) + deg(u) ≥  nآن گاه مدار همیلتونی داریم.

بتوان نوشت uو vاگر در یک گراف ساده برای هر دو گره غیرمجاور : 2قضیه •
deg(v) + deg(u) ≥ n-1آن گاه مدار همیلتونی داریم.
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قضیه

.مدار همیلتونی دارد⇐یال داشته باشد 2=(n-2)(n-1)½اگر گراف ساده حداقل •
.  ددر گراف دو بخشی اگر تعداد رئوس دو بخش برابر نباشد، دور همیلتونی ندار•

واحد اختلاف داشتند مسیر همیلتونی 2همچنین اگر تعداد رئوس دو بخش بیشتر از 
.ندارد

در گراف کامل mتعداد دور با طول •

•
𝑛
𝑚

𝑚−1 !

2
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کوتاه ترین مسیر: الگوریتم دایجسترا

• DIJKSTRA(G, w, s) 

• INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s) 

• S ← Ø 

• Q ← V[G] 

• while Q ≠ Ø 

• do u ← EXTRACT-MIN(Q) 

• S ← S ∪{u} 

• for each vertex v ∈ Adj[u] 

• do RELAX(u, v, w) 

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s) 

for each vertex v ∈ V[G] 

do d[v] ← ∞ 

π[v] ← NIL 

d[s]= 0 
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RELAX(u, v, w) 

if d[v] > d[u] + w(u, v) 

then d[v] ← d[u] + w(u, v) 

π[v] ← u



قاعده نزدیک ترین همسایه

Gاز گراف Hبه دست آوردن دور همیلتونی نیمه بهینه •

• a = {x}; رأس دل خواهی را رأس شروع قرار دهید

• P=a; H=𝜙; T = V-{a}

• For i=1 to n-1

• y = extract_min ( T,x);   رأسی که کم ترین وزن یال را دارد

• H = H∪ {x,y};      x=y;

• H = H∪ {x,a}; 
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گراف مسطح یا هامنی

ر اگر گرافی را در صفحه دوبعدی به گونه ای بتوان رسم کرد که یال های آن جز د•
.رئوس همدیگر را قطع نکنند، گراف مسطح است

اگر در گراف (: elementary subdivisionمشتق ابتدایی )زیربخش مقدماتی •
را اضافه کنیم، به (v,u) , (w,v)را حذف و یال (w,u)یال Gساده و بی سوی 

v∈V(G). خواهیم رسیدGزیربخش مقدماتی از 

یا از . 2یا یکریخت باشند . G1, G2 :1دو گراف ( hemeomorphic)هم ریختی •
.به وسیله یک رشته از زیربخش ها بدست آیندHگراف ساده و بی جهت 
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وده یک ناحیه ازگراف هامنی، ناحیه ای از صفحه است که به یال های گراف محدود ب•
احی جدا اگر گراف را در امتداد یال ها ببریم، نو. )و قابل تقسیم به زیرنواحی نیست

(می شوند

مساحت متناهی: ناحیه متناهی •
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به ترتیب تعداد یال ها nو eتعداد نواحی، r: )فرمول اولر برای گراف مسطح همبند•
.(و رئوس گراف است

• r = e-n+2

:در گراف ساده مسطح •

• e ≤ 3n -6

6-5*3 < 10مسطح نیست چون k5به طور مثال 

نداشته K3,3با K5اگر گرافی شامل زیرگرافی هم ریخت با : قضیه کوراتاوسکی•
.باشد، هامنی است
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رنگ آمیزی گراف

.ندنسبت دادن رنگ به رئوس مجاور گراف به گونه ای که رئوس مجاور هم رنگ نباش•

X(G). حداقل تعداد رنگ لازم: عدد کروماتیک•

.ی دهدتابعی که تعداد رنگ آمیزی های متمایز گراف را نشان م: چندجمله ای کروماتیک•

...مثال•

؟kn,m؟ knعدد کروماتیک •
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مجموع ضرایب . است۰برابر 1و به ازای ۰مقدار چندجمله ای کروماتیک به ازای •
.است۰کروماتیک 

.است𝜆چندجمله ای کروماتیک آن . است1گراف تهی دارای عدد رنگی : استثنا•
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dfsجستجوی اول عمق 

• DFS(G) 

• for each vertex u ∈ V [G] 

• do color[u] ← WHITE 

• π[u] ← NIL 

• time ← 0 

• for each vertex u ∈ V [G] 

• do if color[u] = WHITE 

• then DFS-VISIT(u) 

• DFS-VISIT(u) 

• color[u] ← GRAY ▹White 
vertex u has just been discovered. 

• time ← time +1 

• d[u] ← time

• for each v ∈ Adj[u] ▹Explore 
edge(u, v). 

• do if color[v] = WHITE 

• then π[v] ← u

• DFS-VISIT(v) 

• color[u] ← BLACK

• f [u] ▹ time ← time +1 
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استدلال مرتبه زمانی

•Θ(V + E Θ(V، تابع اول دو حلقه با مرتبه ( تابع دوم برای هر راس تنها . دارد (
ه کلا مرتب. )یک بار فراخوانی می شود و در هر بار مجاورین آن راس را می پیماید

Θ(E .(دارد(
مام برابر  ات. برابر پرانتز بازشروع پیمایش یک راس : تشخیص پرانتزگذاری درست•

.پرانتز بسته
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مرتب سازی توپولوژیکی

ندی مرتب سازی توپولوژیکی گره های یک گراف بدون دور را به گونه ای فهرست ب•
. در فهرست بیایدjقبل از گره iدر گراف قرار دارد، گره (i,j)می کند که اگر یال 

:مثال•

انواع روشهای مرتب کردن•

•1,2,3,4

•1,2,4,3

•1,4,2,3
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اهمیت و الگوریتم

س نمایش حالات مختلف یک پروژه بزرگ و فعالیت ها و زیرفعالیت های آن و سپ•
دن یک مثلا تعریف نحوه لباس پوشی) یافتن حالات انجام آن و ترتیب عملیات ها 

(ربات

• TOPOLOGICAL-SORT(G) 

• call DFS(G) to compute finishing times f[v] for each vertex v

• as each vertex is finished, insert it onto the front of a linked list 

• return the linked list of vertices 
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مثال•
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مولفه های قویا همبند

عه ها مجموعه هایی متشکل از بیشترین تعداد رئوس، به طوری که در هر یک از مجمو•
.همه رئوس به هم مسیر دارند

50Dr. F. Jafarinejad



51Dr. F. Jafarinejad



الگوریتم

• STRONGLY-CONNECTED-COMPONENTS (G) 

• call DFS (G) to compute finishing times f[u] for each vertex u

• compute GT

• call DFS (GT), but in the main loop of DFS, consider the vertices in 
order of decreasing f[u] (as computed in line 1) 

• output the vertices of each tree in the depth-first forest formed in 
line 3 as a separate strongly connected component
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