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روابط: 2فصل 



:A×Bزیرمجموعه ای از A,Bبین دو مجموعه Rیک رابطه دودویی •

• R⊆A×B, (a,b) ∈ R⟹ aRb

.استAیک رابطه در A=B ،Rاگر •
درس و دانشجو: مثال•

تعریف



:عضو داشته باشدB ،mعضو و A ،nاگر •

• Mi,j = 1 if (ai , bj) ∈ R

• Mi,j = 0 if (ai , bj) ∉ R

(1و 0ماتریسی با فقط مؤلفه های )ماتریس بولی •

مثال•

ماتریس روابط



• A1 ⊆A2 ⟹ R(A1) ⊆ R(A2)

• R(A1∪A2) = R(A1)∪R(A2)

• R(A1∩A2) ⊆ R(A1)∩R(A2)

R :R(x)نسبت به xمجموعه نسبی : تعریف•

• R(x) = { y | y ∈ B, xRy}

مثال



• A ∨ B = …

• A ∧ B = …

• A⊙ B = C بولیحاصلضرب 

• cij

• 1 if (aik = 1, bkj = 1, ∃k,  1 ≤ k ≤ p)
• 0 if not

عملیات بولی روی ماتریسها



در یک مجموعۀ متناهی مانند Rنمایش نموداری و گرافیکی یک رابطه مانند •
A

رأس، یال، مسیر•
.مسیری که از رأسی شروع و به خودش خاتمه یابد: مدار•
مدار به طول یک: حلقه•
؟= 1مسیر به طول •

(جهت دار)گرافهای سودار 



•x Rn y هرگاه مسیری بطولn بینx,yوجود داشته باشد.
•R∞مسیری به هر طول

MR2:قضیه• = MR ⊙MR

مثال•
MRnدر مورد ( استقرا)•



• R∞

• = R1⋃ R2⋃R3⋃...

∞x Rیا x=yاگر و تنها اگر x R* y( : *R)رابطه دسترس پذیری • y

یعنی•
• M(R*) = M(R∞ ) ∨In

*Rرابطۀ دسترس پذیری 



⟹ ᗄx∈A:  بازتابی• a R a

⟹ ᗄx∈A:ضد بازتابی a R a

:مثال
رابطه تساوی

پیشنیازی، فرزندی، بزرگتری اعداد، زیرمجموعه محض
نگاه به عناصر قطری: تشخیص بوسیله ماتریس
حلقه روی رئوس: تشخیص از روی گراف

خواص روابط



ᗄ:  متقارن• a R b ⟹ b R a

ᗄضد متقارن• a R b ⟹ b R a

مثال•
تساوی، هم رشته ای•
بزرگتری، عاد کردن•
مقایسه عناصر بالامثلثی و پایین مثلثی: تشخیص ماتریسی•
یالهای دو طرفه بین رئوس: تشخیص گرافی•

(2)خواص روابط 



:  تعدی•

•ᗄa , b ,c ∈A       ( a R b , b R c ⟹ a R c)

:مثال•
عاد کردن، بزرگتری اعداد، نیاکان•
M R2≤ MR: تشخیص ماتریسی•

نیز باشد1مسیر بطول <=بین دو رأس 2اگر مسیر بطول : تشخیص گرافی•

(3)خواص روابط 



ین آن بطور هندسی، اگر مسیری به هر طول بین دو رأس برقرار باشد، ب: قضیه•
دارددو رأس یالی وجود 

•Rn ⊆ R

تعمیم تعدی



ن و را یک رابطه هم ارزی گوییم اگر و تنها اگر بازتابی، متقارAدر  Rرابطه •
.متعدی باشد

؟هم مدرسه ای •

هم نهشتی؟•
•n|(a-b) ⟹ a ≡b (mod n)  : به پیمانه همنهشتیn

هم ارزی



افراز یک مجموعه به چند مجموعه یعنی مجموعه های نهایی با هم اشتراکی •
نداشته و اجتماع آنها با هم، مجموعه اولیه را بسازد

میگوییم        P، بلوکهای Pبه هر یک از مجموعه های تشکیل شده در افراز •
(کلاسهای هم ارزیمعادل )

افراز و هم ارزی



aبصورتAدرRرابطۀوباشدAمجموعهرویبرافرازیکPاگر• R b
aاگرتنهاواگرشودتعریف , bباشند،بلوکیکدرRارزیهمرابطهیک

.استAدر
وA = { a, b , c, d , f, e}: مثال•
•P = { {a, b , c}, {d, e}, {f} } افراز از آن باشد، رابطه هم ارزی یک

تعیین شده توسط این افراز چیست؟

قضیه



باشد، در این صورت Aیک رابطه هم ارزی در Rاگر •

•a R b ⟺ R(a) = R (b)

: اثبات•
•R(a) = R(b) =>بدلیل بازتابی بودن
•a R b =>بدلیل تقارنی و تعدی داشتن
•R یک رابطه هم ارزی درA مجموعۀ همۀ مجموعه های نسبی و <=باشد

.را می دهندAتشکیل یک افراز روی  R(a)مجزای 

:قضیه هم ارزی



RارزیهمکلاسهایراهاR(a)باشد،AدرارزیهمرابطهیکRاگر
.میشوددادهنمایشهم[a]باگاهاکه.گوییم

همرابطۀیککهنهشتیهمرابطۀدررا(A/R)ارزیهمکلاسهای:مثال
.آوریدبدستn=3فرضبابودارزی

کلاس هم ارزی



.1aازیعضوAآوریدبدستراآنارزیهمکلاسوانتخابرا

.2b ϵ AعضوکهR(a)ویافتهرانباشد[b]بیابیدرا.

[a]اجتماعاگر3. , [b]برابرA،هنشدیافتهآنکلاسهنوزکهراعضوینشد
..وبیابیدرا

A /Rالگوریتم تعیین افراز 



متمماشتراک،اجتماع،<=....ازایمجموعه:رابطه
a:رابطهمعکوس R b → b R-1 a

ماتریس،گراف،≥و≥روابطواعداد:مثال

عملیات روابط



1- R ⊆ S⇒ R-1⊆ S-1

2- R ⊆ S ⇒S-⊆ R-

3- ( R ∪ S)-1= R-1 ∪ S-1 , (R ∩ S)-1= R-1 ∩ S-1

4-( R ∪ S)-= R- ∩ S- , (R ∩ S)-= R- ∪ S-

5-Rبازتابی⇔R-1بازتابی،R-(∆ماتریسبا).بازتابیضد
6-R , Sبازتابی⇐R ∩ S , R ∪ Sبازتابینیز

خواص متمم و معکوس



Rمتقارن⇔R = R-1تقارنماتریسهمانرابطه،معکوسماتریس:دلیل
=MR-1...است (MR)

T

R-1⇐متقارنRاگر(الف:قضیه , R-متقارن
,Rاگر(ب Sمتقارن⇐R ∪ S, R ∩ Sمتقارننیز.

(a, b) ∈ R ∩ S ⇒ (a, b) ∈R , ∈S ⇒ ⇒تقارن (b , a) ∈ R , ∈S ⇒
…

رابطه متقارن



1- ( R ∩ S)2 ⊆ R2 ∩ S2

2-R , Sمتعدی⇐R ∩ Sمتعدینیز
3-R , Sارزیهم⇐R∩ Sارزیهمنیز

تکشانتکدر<=رابطه،دوهردرa,bبین2بطولمسیر:1اثبات
T2کهاستمتعدیTوقتیچون:2اثبات ⊆ T،پس...
ستهباشتراکبهنسبتخاصیتسههر<=تعدیوتقارنیوبازتابی<=ارزیهم:3اثبات
.استارزیهمهماشتراک<=بود

ادامه خواص



(...تقارنیبازتابی،مثلا)خصوصیتیکبرایRرابطهیک   بستار:تعریف
خاصخصوصیتآندارایراRکههاستمرتبزوجتعدادحداقلافزودن
موردویژگیوبودهRشاملکهR1رابطۀکوچکترینکردنپیدایعنی.سازد
.داردرانظر

بستار



بازتابیبستار
R1 = R ∪ ∆

متقارنبستار

R1 = R ∪ R-1

گرافبا...:مثال

(ادامه)بستار 



R1 = R∞

بستار متعدی و الگوریتم وارشال



ایرابطهSoRباشد،CبهBازایرابطهSو،BبهAازایرابطهRاگر
:کهاستCبهAاز

aRb, bSc ⇔a (SoR) c

SoR (A) = S ( R(A))

ترکیب روابط



1- MSoR = MR ʘ MS

2- To( SoR) = (ToS)oR

بولیضربدرپذیریشرکتخاصیتو1تساوی:دلیل

خواص ترکیب


